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摘要：许多高三质检试题源于高考试题的改编，本文以一道高三质检函数导数试题为例，

进行多解探究，并对其“源与流”的探索，引领高考复习.
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1 试题呈现

（2020 厦门市高三质检·理 21）已知函数   ln 1f x a x x   ，   3 1g x x  .

（1）若直线 : 1l y x   与曲线  y f x 相切，求实数 a的值；

（2）用  min ,m n 表示m，n中的最小值，设函数        min , 0h x f x g x x ＞ ，

讨论  h x 零点的个数.

2 解法探究

（1） 2a   .(过程略)

（2）解法一:①当0 1x＜ ＜ 时，   3 1 0g x x  ＜ ，所以     0h x g x≤ ＜ ，无零点.

②当 1x  时，    1 1 0f g  ，从而  1 0h  ，故 1x  为  h x 的一个零点.

③当 1x＞ 时，   0g x ＞ ，则  h x 的零点即为  f x 的零点.

令   1 0a x af x
x x

     ，得 x a 

（i）若 1a ≤ ，即 1a ≥ 时，   0f x ＞ ，从而  f x 在区间  1, 单调递增，

进而    1 0f x f ＞ ，又    1 0g x g ＞ ，所以   0h x ＞ ，

此时  h x 在  1, 没有零点.

（ii）若 1a ＞ ，即 1a ＜ 时，  f x 在区间  1, a 单调递减，在区间  ,a  单调递增，

因为  1 0f  ，    1 0f a f ＜ ，故  f x 在  1, a 没有零点.

易证当 0x＞ 时， ln 1x x ≤ ，则      2ln 4 2ln 2 2 2 1a a a   ≤ ，

所以      2 2 2 24 ln 4 4 1 2 2 1 4 1 2 1 0f a a a a a a a a          ≥ ＞ ，

故存在  20 , 4x a a  ，进而存在  0 ,x a   ，使得  0 0f x  ，即  0 0h x  ，

此时  h x 在  1, 上存在唯一零点；

综上可得，当 1a ≥ 时，  h x 有1个零点；当 1a ＜ 时，  h x 有 2个零点.

评注：本题若考虑表示出函数  h x ，则需要对a讨论，研究  f x 与  g x 的大小关系，

情况比较复杂，考虑函数  g x 不含参，故先研究其零点，则得到讨论的分界点，分为

“0 1x＜ ＜ 、 1x  、 1x＞ ”等三种情况讨论，突破了本题的第一个难点.当 1x＞ 时，由于



  0g x ＞ ，故把要求解问题转化为  f x 的零点情况，则需对其求导，对参数 a讨论，研究

其单调性，结合  1 0f  ，得到零点个数，突破了本题的第二个难点.在含参函数导数问题

对参数的讨论中,对参数的讨论分界点的分析尤为重要.

解法二:①当 0a≥ 时，   1 0a x af x
x x

    ＞ ，  f x 在区间  0, 单调递增，

而   3 1g x x  在区间  0, 也单调递增，

故当0 1x＜ ＜ 时，    1 0f x f ＜ ，    1 0g x g ＜ ，从而   0h x ＜ ，无零点；

当 1x  时，    1 1 0f g  ，从而  1 0h  ，1为  h x 的零点；

当 1x＞ 时，    1 0f x f ＞ ，    1 0g x g ＞ ，从而   0h x ＞ ，无零点；

此时，  h x 有 1个零点.

②当 0a＜ 时，由   1 0a x af x
x x

     得 x a  ,

所以  f x 在区间  0, a 单调递减，在区间  ,a  单调递增，

当0 1x＜ ＜ 时，    1 0g x g ＜ ，从而   0h x ＜ ，无零点；

当 1x  时，    1 1 0f g  ，从而  1 0h  ，1为  h x 的零点；

当 1x＞ 时，    1 0g x g ＞ ，此时只需考虑  f x 在  1, 上的零点即可.

若 1a ≤ 即 1 0a ≤ ＜ 时，  f x 在  1, 上单调递增，从而    1 0f x f ＞ ，从而  f x

无零点进而  h x 无零点，此时  h x 在  0, 上共有1个零点.

若 1a ＜ 时，与法一同可得  h x 在  1, 上存在唯一零点；

综上可得，当 1a ≥ 时，  h x 有1个零点；当 1a ＜ 时，  h x 有 2个零点.

评注：法二从研究函数  f x 的零点入手，求导后结合定义域对参数 a讨论.当 0a＜ 时，

结合函数  g x 的零点情况，难点为  f x 在  1, 上的零点研究，基本思路同法一.

3 高考探源

（2015 年高考全国卷Ⅰ•理 21）已知函数    3 1 , ln
4

f x x ax g x x     .

（1）当 a为何值时， x轴为曲线  y f x 的切线；

（2）用  min ,m n 表示m， n中的最小值，设函数 ( ) min ( ), ( ) ( 0)h x f x g x x  ，讨

论  h x 零点的个数.

解（1）
3
4

a   .(过程略)

（2）当 (1, )x  时， ( ) ln 0g x x   ，从而 ( ) min{ ( ), ( )} ( ) 0h x f x g x g x ≤ ，

故 ( )h x 在 (1, ) 无零点．



当 1x  时，若
5
4

a ≥ ，则
5(1) 0
4

f a  ≥ ， (1) min{ (1), (1)} (1) 0h f g g   ,故

1x  是 ( )h x 的零点；若
5
4

a   ，则
5(1) 0
4

f a   ， (1) min{ (1), (1)} (1) 0h f g f   ,

故 1x  不是 ( )h x 的零点．

当 (0,1)x 时， ( ) ln 0g x x   ，所以只需考虑 ( )f x 在 (0,1)的零点个数．

(ⅰ)若 3a ≤ 或 0a≥ ，则
2( ) 3f x x a   在 (0,1)无零点，故 ( )f x 在 (0,1)单调，

而
1(0)
4

f  ，
5(1)
4

f a  ，

所以当 3a ≤ 时， ( )f x 在 (0,1)有一个零点；当 a≥0 时， ( )f x 在 (0,1)无零点.

(ⅱ)若 3 0a   ，则 ( )f x 在 0,
3
a 

  
 

单调递减，在 ,1
3
a 

  
 

单调递增，

故当
3
ax   时， ( )f x 取的最小值，最小值为

2 1
3 3 3 4
a a af

 
     

 
．

①若 ( ) 0
3
af  ＞ ，即

3 0
4

a ＜ ＜ ， ( )f x 在 (0,1)无零点；

②若 ( ) 0
3
af   ，即

3
4

a   ，则 ( )f x 在 (0,1)有唯一零点；

③若 ( ) 0
3
af  ＜ ，即

33
4

a    ，由于
1(0)
4

f  ，
5(1)
4

f a  ，

所以当
5 3
4 4

a    时， ( )f x 在 (0,1)有两个零点；当
53
4

a    时， ( )f x 在 (0,1)

有一个零点．

综上，当
3
4

a   或
5
4

a   时， ( )h x 有一个零点；当
3
4

a   或
5
4

a   时， ( )h x 有

两个零点；当
5 3
4 4

a    时， ( )h x 有三个零点．

4 变式拓展
［1］

已知函数    3 22 3 1, 1 lnf x x x g x kx x      .

（1）若过点  , 4P a  恰有两条直线与曲线  y f x 相切，求 a的值；

（2）用  min ,m n 表示m， n中的最小值，设函数 ( ) min ( ), ( ) ( 0)h x f x g x x  ，若

 h x 恰有三个零点，求实数 k的取值范围.

解（1）设切点为   ,Q t f t ，

因为   26 6f x x x   ，所以切线的斜率为   26 6f t t t  

所以切线方程为      26 6y f t t t x t    .因为切线过点  , 4P a  ,



所以      24 6 6f t t t a t     ，整理得  3 24 3 6 6 5 0t a t at     .(※)

又因为曲线恰有两条切线，即方程(※)恰有两个不同解.

令    3 24 3 6 6 5H t t a t at     ，得    212 6 12 6H t t a t a     ，

令   0H t  ，得 1
1
2

t  ， 2t a .

①当
1
2

a  时，   0H t ≥ ，函数  H t 在R 上单调递增，没有两个零点，不合题意；

②当
1
2

a＞ 时，当  1, ,
2

t a     
 

时，   0H t ＞ ，当
1 ,
2

t a  
 

时，   0H t ＜ ，

所以  H t 在区间
1,
2

  
 

和  ,a  单调递增，在区间
1 ,
2
a 

 
 

单调递减，

要使  H t 在R 上有两个零点，则

 

1 0,
2

0,

H

H a

     
 


 ＜

或

 

1 0,
2

0,

H

H a

  
  

 



＞

=

因为
1 1 3 3 3 73 5
2 2 4 2 2 2

H a a a            
   

，

     3 2 3 2 3 2 24 3 6 6 5 2 3 5 1 2 5 5H a a a a a a a a a a             

 
25 151 2

4 8
a a

        
   

，

所以

7 0,
2
1 0,

a

a

  

  ＞

或

7 0,
2
1 0,

a

a

 

 

＞

=

所以
7
2

a  .

③当
1
2

a＜ 时，同理可得

1 0,
7 0,
2

a

a

 




＜

或

1 0,
7 0,
2

a

a







＜

=
所以 1a   .

综上， 1a   或
7
2

a  .

（2）      23 22 3 1 1 2 1f x x x x x      ，

所以  f x 在  0, 上只有一个零点 1x  .

  1g x k
x

  

①当 0k≤ 时，   0g x ＜ ，  g x 在  0, 上单调递减，

 g x 在  0, 上至多只有一个零点，不合题意.

②当 0k＞ 时，令   1 0g x k
x

    ，得
1x
k

 ，



所以当
10,x
k

  
 

时，   0g x ＜ ，当
1 ,x
k

   
 

时，   0g x ＞ ，

所以  g x 在区间
10,
k

 
 
 

单调递减，在区间
1 ,
k

  
 

单调递增，

所以  g x 有最小值
1 2 lng k
k

    
 

.

(i)当 2

1
e

k  时，
1 0g
k

   
 

，  g x 只有一个零点，不合题意；

(ii)当 2

1
e

k＞ 时，
1 0g
k

 
 
 

＞ ，  g x 在  0, 上无零点，不合题意；

(iii)当 2

10
e

k＜ ＜ 时，
1 0g
k

 
 
 

＜ ，因为      1 1 2 ln 1 0g g k k
k

      
 

＜ ，

所以  g x 在
11,
k

 
 
 

上只有一个零点，设为 1x .

若

11 e 0kg g
k

      
   

＜ ，则  g x 在
1 ,
k

  
 

上有一个零点，设为 2x ，

易证

1 1e k
k

＞ (
21 e

k
＞ ).下证

1

g e 0k
 
 
 

＞ .

令    2e 2xF x x x  ＞ ，则   e 2xF x x   ，   2e 2 e 2 0xF x   ＞ ＞ ，

所以     22 e 4 0F x F   ＞ ＞ ，  F x 在区间  2, 单调递增，

所以     22 e 4 0F x F  ＞ ＞ ，
2e 0x x ＞ ，即  2e 2x x x＞ ＞ .(※※)

取

1

=e kx ，因为
20 ek ＜ ＜ ，所以

2e 2x＞ ＞ .

1 1 1 1 1g e e 1 ln e e 1k k k kk k
k

 
        

 
.

又因为
21 e 2

k
＞ ＞ ，由(※※)可知

1

2

1e k
k

＞ ，所以

1

2

1 1g e 1 1 0k k
k k

 
    

 
＞ ＞ .

所以    1 2 0g x g x = .又因为  1 1 0g k  ＞ ，  1 0f x ＞ ，  2 0f x ＞ ，

故    1 1 0h f  ，    1 1 0h x g x  ，    2 2 0h x g x  .

从而  h x 有三个零点.

综上， k的取值范围为 2

10,
e

 
 
 

.

5 结语

每年高考试题及各地的高三模拟试题，是命题老师智慧的结晶，对这些试题进行深入的

探究，探究试题的“源与流”，渗透到高三的教学中去，既能让教学内容更丰富多彩，又能

激发学生的学习兴趣，有利于拓展学生的思维，提升学生的素养，对高三的复习备考有很大



的意义.
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